RECREATION

Les piéces magnétiques

Jean-Paul Delahaye!

La rubrique « Récréation informatique » propose une petite énigme algorithmique
ou sur un theme de mathématiques discretes susceptible d’intéresser un lecteur de
1024. La solution est donnée dans le numéro suivant.

Rappel et solution du probleme précédent

LE SYSTEME DE REGLES ESPERLUETTE
Le symbole typographique « & » porte le nom d’esperluette. 11 donne son nom au
systeme de trois regles ci-dessous. Dans la présentation des regles, x et y désignent
des suites quelconques (éventuellement vides) de symboles pris parmi 0, 1 et &.

Regler; : &x— 0&x
Regler, :  x0&&y — x&0y
Reglers : x0&y — xly

La premicere regle signifie que si une suite de symboles pris parmi 0, 1 et & com-
mence par &, on peut introduire un O devant la suite. La seconde regle signifie que
si dans une suite de symboles pris parmi 0, 1, et & 0&&, alors on peut la remplacer
par &0. De méme, la régle 3 permet de remplacer 0& par 1.
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Exemples d’utilisation :

&&&&&& & &L =) 0&&&&E&E&E&E&ELL — ), &0&&&&E&&&EL — ),
&&0&&& & & E&EE — ), &&&0&&& &L — ), &&&&V& &L — ), &&&&&0& —,
0&&&&&0& —,, &0&&&0& —,, &&0&0& —/, 0&&0&0& —,, &00&0& —/,
0&00&0& —,, 100&0& —,, 1010& —,, 1011

Une fois qu’on a réussi a se débarrasser de tous les &, on a obtenu 1011 qui est
la notation en binaire de 1’entier onze correspondant au nombre de & pris au départ.
Est-ce un hasard ? Si c’est un hasard, donnez un exemple d’utilisation des regles
a partir d’une suite de k fois & qui aboutit a une suite de 0 et de 1 qui n’est pas
I’écriture binaire de k. Si ce qui vient de se produire est général, c’est-a-dire : (a) si
toute suite de k fois & (k > 0) peut se transformer en une suite de O et de 1, et (b)
si c’est le cas, la suite obtenue est la notation en binaire de k, alors donnez-en une
justification.

SOLUTION. Merci a Philippe Ezequel, Vincent Poirriez, Lillian Besson, Eric Wegr-
zynowski et Pierre Lescanne qui m’ont fait parvenir la bonne solution et des infor-
mations complémentaires sur ce type de systeémes.

La réponse est oui. En partant de k fois & (k > 0), on peut toujours aboutir & une
suite de O et de 1, et a chaque fois ce sera la notation en binaire de I’entier k. Le
systeme de regles Esperluette est une sorte de convertisseur du unaire en binaire.

Une idée pour le démontrer consiste a donner un sens numérique a une suite finie
de symboles pris parmi 0, 1 et &, ce qui d’ailleurs définit un syst¢eme de numération
mixte de représentation des entiers combinant unaire et binaire. Par exemple, pour
&&&11&0&110, on procede en considérant que la suite représente un entier somme
de deux composantes :

— composante A : on ne retient que les 0 et les 1 dans 1’ordre, 110110, qu’on
lit comme une écriture en base 2. Ici, 32+ 16 +4+2 =54,

— composante B : on considére que chaque & représente 2' avec i le nombre
de symboles 0 ou 1 placés a sa droite. Le dernier & de notre exemple repré-
sente donc 8, celui un peu plus a gauche 16, et chacun des trois & du début
64. Au total, les & représentent donc 8 + 16 4 64 + 64 + 64 = 216.

Le nombre représenté par &&&11&0&110 est finalement 54 4216 = 270.

Le secret du systeme est alors facile a comprendre :

— quand on utilise les regles rq, r; et r3, on ne change pas le nombre repré-

senté par la somme des composantes A et B de la séquence qu’on transforme ;
— au départ, quand il n’y a que des &, le nombre représenté est le nombre
de fois que & est répété car il n’y a que la composante B avec chaque sym-
bole comptant pour 2° = 1. A I’arrivée, si on s’est débarrassé de tous les &,
le nombre représenté est celui qu’on obtient en lisant les 0 et 1 comme un
nombre en écriture binaire car il n’y a plus que la composante A ;
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— donc, quand on réussit a passer d’une écriture avec k fois & a une écriture
avec uniquement des O et des 1, a chaque étape de transformation, I’entier
représenté par les composantes A et B reste le méme. La transformation opere
donc la conversion de k en écriture binaire.

Reste a contrdler que 1’application d’une regle ry, r, ou r3 ne change pas le
nombre représenté. C’est bien clair pour r| car les zéros en téte d’une écriture bi-
naire ne comptent pas. La regle , remplace 0&& par &0. Elle remplace donc deux
& qui valaient chacun 2/, ot i est le nombre des 0 et 1 a droite de ces deux &, par un
& qui vaut 2/+! puisqu’il y a un chiffre 0 en plus  sa droite. Dans le décompte de la
composante B, on remplace donc 2! 4 2/ par 2/*!; ce qui ne le change pas. La regle
ry ne change pas la composante A. Le total ne change donc pas. Un raisonnement du
méme type montre que r3 ne change pas I’entier représenté.

Pour étre certain que la méthode décrite opere la conversion de k en binaire, il
faut donner la priorité aux regles ry et rp sur la régle r3. Si on respecte ce principe
de priorité alors les O introduits par r; se déplacent uniquement vers la droite et ne
sont arrétés que lorsque la suite de symboles ne comportent plus deux & consécutifs,
situation ou I’utilisation de r3 ne peut pas faire réapparaitre deux & consécutifs, et,
ou appliquée de maniere répétée, elle fait disparaitre tous les &.

Nouveau probléme

LES PIECES MAGNETIQUES

On procede a des lancés successifs de pieces magnétiques dans une boite a deux
compartiments A et B. Au départ, il y a une piece dans chaque compartiment. Quand
on lance une nouvelle piece magnétique, elle peut tomber dans le compartiment A
ou dans le compartiment B. S’il y a x pieces dans A et y dans B, du fait de son
magnétisme, la nouvelle piece tombe dans A avec une probabilité X"Ty et dans B avec
une probabilité x)T) On lance ainsi 1000 pieces magnétiques en plus des deux pieces
initiales.

Quelle est la probabilité pour que le nombre de pieces s’équilibre exactement
entre A et B quand on a lancé les 1000 pieces ? Quelle est la probabilité pour que
toutes les pieces lancées aillent en A ? Indication : le résultat est simple.

Envoyez vos réponses a jean-paul.delahaye @univ-lille.fr. Le nom des premiers

lecteurs a me donner la bonne réponse (et a la justifier) seront mentionnés dans le
prochain numéro de 1024.
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